Gegeben ist die Schar der auf R definierten Funktionen

-x-a|

£, : x — x3%e mit 0 ¢ a £ 1 , Der Graph der Funktion f, wird mit

G, bezeichnet,

1. a) Geben Sie f_(x) abschnittsweise ohne Betragszeichen an, Bestimmen Sie die
Nullstellen von [, und untersuchen Sie das Verhalten von f,(x) fur
x -> £+ o, (4 BE)
b) Es sei 0 € a; < ag € 1, Untersuchen Sie, ob und an welchen Stellen die
Graphen Gal und G32 gemeinsame Punkte haben, Unterscheiden Sie dazu die
drei Bereiche x € a, , a; < X < a; und a; £ x. (9 BE)

2. a) Ermitteln Sie f (x) fiir x ¥ a, und untersuchen Sie das Verhalten von
fé(x) bei Annaherung an die Stelle x = a, Zeigen Sie, daBl fs die einzige
Funktion der Schar ist, die in ganz %k differenzierbar ist. (7 BE)
— b) Berechnen Sie die Stellen, an denen der Graph Ga eine waagrechte Tangente
hat., (5 BE}
¢) Berechnen Sie fir die beiden Funktionen fo und f, die Funktionswerte an
den Stellen -2, 0, 1, 2 (auf zwei Stellen nach dem Komma gerundet). Zeich-
nen Sie die Graphen Gg und G, mit verschieden Farben unter Bericksichti-
gung aller Ergebnisse der vorausgegangenen Teilaufgaben (Querformat; Ur-
sprung Scm unterhalb der Blattmitte; Lzangeneinheit 5em). (12 BE)

3, a) Fine Stammfunktion Fa von f, im Bereich x < a hat als Funktionsterm

X~a
Fa{x) = (co + C1x + CaXx?)e

mit geeigneten Konstanten ¢g, €3, C2. Bestimmen Sie diese Konstanten,
(9 BE)
b} Berechnmen Sie den Inhalt J(a) der Flache im zweiten Quadranten, die sich
zwischen G, und der x-Achse ins Unendliche erstreckt., (4 BE)
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Losung
-l x-a
f,(x) = x*-e l |, 0 <ac<l
— -_— -¥ 4+
X2-e (x-a) _ x2.e ¥4 , fur x z a
l.a) fa(x) =
2 _X—a y
x*-e , fiur x < a
* Nullstellen
: 1] " F "'( X-a ) _ .
i) "oberer Ast" x*-e =0 mit x 2 a ;
-(x-a) 2 _ . _ } .
wegen e > 0 folgt: x> = 0, das heifit x;, = Xz = 0 3

aufgrund von Xz a 2 0 stellen x,, Xz nur fir a = 0 Losungen dar.

.. X-4a .
ii) "unterer Ast" x*-e = 0 mit x < a

wegern ex-a > 0 folgt: x* = 0, das heilt X3 = X, = 0; aufgrund von x <
aund 0 € a2 £ 1 stellen x5, X, Losungen dar. Die Funktion fa besitzt
eine einzige Nullstelle, die Doppelnullstelle (0|0),
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¢ Randverhalten fiir x —> + =

14 , , ~{(x-a) a . x?
=30 fa(x) = <11, X*e =e - N, ;:; =0 (vgl. FS 5.55)

. . X~-a _ a . X
x130, Ta(x) = Jim xZ-e” = = e lim,

2
L ;; =0 (vgl, FS §,55)

zusammenfassend: E%?g)ﬁfa(x) =0

0 <a, <a; <1: Gal und G, besitzen gemeinsame Punkte (x|y)

- x-a,| —-|x-az]|

<=> fal{X) = faz(X) also: x2-e = x2-p s

Offenbar ist (0]/0) eine gemeinsame Stelle, Daher sei x ¥ 0. Wendet man
nach der Division durch x® auf beiden Seiten der Gleichung den natiirlichen
Logarithmus an ( Iln(e"}) = x }, so folgt: —|x-ai| = -—|x-az| ; (%)

1. Losungsweg

tx-a,| = [x-aaf
i) x £ a, < ay
das heifit: |x-a,{ = ~(x-a;), |x=aa| = -(x-az) ;
=» =(x=a;} = =(x-az); a, = az ;

Dies ist aber ein Widerspruch zu a; < ax!

ii) a; <« X < a,

das heiBt: |[X-a,] = x-a,, |X-az] = —-(x-az) ;
a,+a
=> x-a, = - (x-a2) ; 2X T ajtas 3 x T S7E

iii) a, < azx € X
das heiffit: |x-a.| = x-a,, |[X-az] = x-a,
=> X—8y = X~dg ; a3 = az ;
Dies ist wiederum ein Widerspruch zu a, ~ a,!

zusammenf assend :

3

s

Die Graphen Gall und Ga2 haben genau an den Stellen x = 0 und x =
einen Punkt gemeinsam,

2, Losungsweg

L

Man quadriert die beiden Seiten dey Gleichung (*)., Somit erhilt man:
(x~a,)2 = (x~az)? § x2-2a,+x+a,? - x?-2a,-x+a,? ;

Ha,~a,)x + a,® - a,? ;
227 7 ay?

“{artas)
az_al t =

X =

FI | —
[ bt

(wie beim 1, Losungsweg erkennt man: a, = Xp -~ d,)

Die Differentiation geschieht mit Hilfe der Produkt- und der Kettenregel:
"oberer Ast™ von f,(x):

[ x,.e-(x—a) 1 [x,],.e—(x-a) . xzo[e—(x—a)].
- ax-e” (X7, x*-{—(x—a)l'-e_lx_a) =
- Qx.e—[x—a) , x,_{_l}_e—{x—a};
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"unterer Ast" voun f_(x)}:

X~a X-a,

[ x2-e> 2 ]' = (analoger Weg zu oben) = 2x-e + X3¢ :
zusammenfassend erhilt man durch Ausklammern gemeinsamer Faktoren:
x-(2-x)e” X | firx > a
fé(x) = X—-a o
x+(2+x)-e s fur x < a

f,(x) ist in x = a stetig und die beiden Grenzwerte 1jm,  fa(x) und

. . .l .
ééga fa(x) existieren:

-(a-a)

%;ga fi(x) = a-(2-a)-e = (e®=1) = 2-a-a?® ;
X>a
lim £l(x) = a-(2+a)e” ° = (e°=1) = 2-a+a? j
lip fi(x) = a a)ee e%= = a+ra? ;
X<a
Daher gilt: fa ist in x = a differenzierbar
<=> %iga f(x) = }i@a f,(x)

X>a x<a

fa(x) in x = a differenzierbar <=> 2-a-a? = 2-a+a? ; <=>» a =20

Frgebnis:
Nur fiir a = 0 ist die Funktion fa(x) in ganz R differenzierbar,

b) Der Graph G, besitzt in x eine waagrechte Tangente <=> f (x) = 0 (Dabei
wird vorausgesetzt, daB f_(x) an dieser Stelle X differenzierbar ist.)

i) “"oberer Ast von f)(x}"

—(x-a)

-(x-a)_ 0 ; (e ¥ 0)

x>afund 0 € a < 1) 1 x~(2-x)-e
=> ¥, =0, xg = 2
Nur x, erfiillt die obigen Ungleichungen, x, ist also alleinige Losung.

ii) "unterer Ast von £A(x)"
x<a(und 0 € a< :ix-(2ex3-e¥ 20 5 (52 0) => x3 =0, Xq = -2
%, und X, erfiillen die obigen Ungleichungen, sie sind beide Ldsungen.
7Zusammenfassend: Der Graph G, hat in X, = -2, Xa = 0 und in x; = 2 eine

waagrechte Tangente.

c) Wertetabelle: x | ) 0 | 1 5
fo(x) ‘ 0,54 | © l 0.37 | 0,54 |
f1(x) } 0,20 0 i 1 1,47 I
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J.a)

b)

ie Graphen Ge und G,:

Y
2 4
611
1‘4
=} _
: T
yr-éL_*““‘“*“hmhhh__
3 x P ; o
Falx) = (co + cy*x + Carx?)ee o
Fao(x) ist eine Stammfunktion von f,(x) (fiir x < a)
<=
Fa{x) = f (x} (unterer Ast mit x < a)
Mit der Produktregel folgt:
Filx) = [cotcixteax?]’ e Ry (co+c1x+c2x2)-[ex_a]'
= (c,+2c,x)'ex-a + (co+c,x+c2x=)-ex_a
= [(CotCy) + (20a+C,) X + co+x2 ] - e 2
(fir x < a gilt:) f, (x) = x2-e" 2
Redingung: F}(x) = f (x) fir alle x mit x < a => (mit e X34 0)

(Cotcy) * (2ca+cy) X + €a*X? = X2 | (*)

Me Gleichung (*) muB fir alle x (x < a) identisch erfiillt sein. (Es han-
delt sich also nicht um eine Gleichung in einer Unbekannten x!)

Die Polynome auf beiden Seiten von {(*) sind gleich, wenn gilt (Koeffizien-
tenvergleich der Glieder wmit der gleichen Potenz):

T) Co + €4 =0 3 I1} 2cp + ¢y =0 5 II) ¢ =1

Durch Einsetzen erhdlt von III) in II) erhalt man: ¢, = -2 ; dies in
I): co = 2 3

zusammenfassend:

x-a
Fa(x) = (2-2x+x%)-e ist eine Stammfunktiom von f_ (x) fir x < a.

Der Inhalt J{a) wird durch Integration und anschlieBender Absolutbildung

des Integrationswertes ermittelt:
x

J( = i b = = : 2, 1-a
a) = |  lim é faltddt | = (x < a) = | Lim t2-e

dt | ;

0
Es handelt sich hier um ein uneigentliches Integral.

Mit der oben ermittelten Stammfunktion Fa(x) {in diesem Bereich x < a)
folgt:

Ja) = | lim [ F ]y [ = | Mm, [ Fa(x) - Fa(0) 1 | =
(mit F (0) = 2+¢ %)
= 1L, [(2-2x+x2)<e” @ - 2-7%) [ 3
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Es gilt:

. 2. X8 _ . RO & S T X* _ o -a, ., _ ]
xlg@m X%*-e xl;wﬂ (-x)=-e e x_;1m I e 0 =10
(vgl, hierzu FS §.55)

. X-a _ ) L XA .
Analog: xl;g@ 2-e = xlggw 2x-e o ;

zusammenfassend: J(a) = 2:e °

Gegeben ist die auf R definierte Funktion

f: x —> arccos

_ 1
JIKI+1

Der Graph von f wird mit G¢ bezeichnet.

1.

a) Untersuchen Sie f auf Symmetrie und Nullstellen, Wie verhalt sich f(x) fir
|x] -> =? (3 BE)

b) 7eigen Sie, daR fir x > 0 gilt: f'(x) = !

21 x(xt])
Geben Sie f'(x) fiir x < 0 an, und untersuchen Sie, wie sich f'(x) und der
Graph Gy in der Umgebung von x = 0 verhalten, (7 BE)

c¢) Bestimmen Sie die Monotoniebereiche und das Extremum von f. (2 BE)

d) Berechnen Sie die Funktionswerte an den Stellen 1 1; 2 und 3 {(auf zwei

53
zwei Stellen nach dem Komma gerundet). Zeichnen Sie den Graphen G¢ unter
Verwendung aller bisherigen Frgebnisse {Langeneinheit 2 cm; Ursprung in

dey Blattmitte). (6 BE)}

Die Einschriankung der Funktion f auf die Definitionsmenge R', hat eine Um-

kehrfunktion g.
a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von g in der Form x = g(y) und geben
Sie die Definitionsmenge Dg und die Wertemenge W, an. {4 BE}

b} Zeigen Sie, daf fiir x ¢ R gilt: f(x)} = arctani |x{ . (4 BE)

X
. Gegeben ist die Funktion F: x +— [ arctani [t| dt mit Dp = R.
0

a) Begriinden Sie ohne Berechnung des Integrals: F besitzt genau eine Null-
stelle, und der Graph Gy von F hat dort einen Terrassenpunkt. (3 BE)

b) Stellen Sie F{(x) fir x 2 0 integralfrei dar. Beginnen sie dazu mit der Sub-
stitution z =J_E . (9 BE}

[ Zur Kontrolle: Fi(x) = (x+l)°arctanJ X —J 1

¢) Die Graphen der Funktionen g: x —— g(x} = 2x+;-1 und h: X —— hi{x) = gX*l

sind Geraden durch den Punkt (1|F(1}} (Nachweis nicht erforderlich). Un-
tersuchen Sie das Monotonieverhalten der Differenzfunktionen D,:
X — Fix)-g{x) und Dy: x — h{(x)-F(x) im Bereich x > 1, (&6 BE)

d} Skizzieren Sie in das angelegte Koordinatensystem den Graphen GF sowie im
Rereich x > 1 die Graphen von g und h unter Verwendung der Ergebnisse der
Teilaufgaben 3.a und 3.c. (6 BE)
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l.a}

b)

Losung

f(x) = arccos I , X € R
JIXIH
* Symmetrie 1 1
f{-x) = arccos ——— = arccos ———— = f(x) 3
| =x]|+1 | x]+1
=> Gf ist zur y-Achse achsensymmetrisch,
¢ Nullstellen (Es gilt: arccos z =0 <=> z = 1)

f(x) = 0 <=» arccos SN 0 <=> 1. b} <=> “x|+1 =1

\ilxlﬂ | x[+1

<=> jx|[+1l = 1 <=> x = 0

Der Ursprung (0]0) ist die einzige Nullstelle des Graphen Gg,

* Randverhalten

|%?g>warccos b . arccos{l%}g>w _r ) = arccos (0 = g
JIXHI .l|x|+1
Ableitung fur x > 0: (x>0 => |x| = X)
f(x) = arccas . arccos(x+1)°-5
1x+1
- — — | I 1 a
Vorwissen: y = arccos 2 = ¥y = - H
Ji—z“
ketitenregel: ' - -
Kettenregel £1(x) = - i '(_%) . 1 N
1 - 1 (x+1}- ) x+1
x+1
1 1___ 1 o l i
al ki 3
X (x+1) x+1 X =(x+1)
X+1

Auf Grund der Achsensymmetrie von f(x} muf f'(x)} punktsymmetrisch sein, Fur
X < 0 gilt also: (Ubergang: x -> -x und Vorzeichenwechsel der Ableitumg)

1
£x) = ~
X Q‘J:E “(-x+1)

Gf ist stetig und
lgm f'(x) = +=, (da der Zahler gleich 1 ist und im Nenner J& steht?)
x->0

‘TI'I f.(x) = -y,
x%>0

Frgebnis: f ist zwar in X = 0 stetig, aber nicht differenzierbar {(es liegt
hier eine Spitze vor)},
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¢} Fir x » 0 ist f'(x}) = —— > 0,

d)

a)

20 g +(x+1)

also ist Gf rechts von x = 0 streng monoton steigend. Da Gg achsensym-
metrisch ist, muB G¢ links von X = 0 streng monoton fallend sein, Somit
ist der Ursprung (OfO) das einzige Minimum.

f(%) = arccos 1 . arccosJ% = 0,62 ;
10,5+1

f{1) = arccos 1 = arccos 1 2 = L 0,79 ;

217 L'; ¥ »

h+1
1

f(2) = arccos — = 0,96 3
b
| I .

f(3) = arccos 5 =3 % 1,05

Mit I%?@)m fix) = g = 1,57 (vgl. aufgabe 1,a) ergibt sich somit der Graph

G¢ wie folgt:

. e T - ma o TE —— o e mm e — —— e e — e — —

W

f: x ~-»> arccos

x+1

* [mkehrfunktion
Nie Umkehrfunktion wird durch auflosen der Funktionsgleichung nach x
best immt :

1 i t

Cos5 ¥y - - "_" - H J;+ 1 = Cbé__)_l H x+1 = éo—s—-:r')} H
o
1-cos?y sin?y 2
= 7 T e o -t = = = e *
cos?y ; coszy giy) X tan?y

(Vertauschen von x und y ergibt: gi(x) = y = tan?x)
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b)

a)

b}

¢ Definitionsmenge, Wertemenge
[ — ." - = = .o
Dg = "f"' = [0,-2*[ 3 Hg = nf* = [09 [ .

Dabei ist £* die Finschrankung von f auf Ro™: £5(x) = f(x) .
X € Df* = ¥D+.

Man l16st x = tan?y wieder nach y auf: tan y = J; H
(Wegen y ¢ [0;%[ scheidet die zweite Losung tany = - JE aus!)

=> y = arctan Jﬁ

Also gilt fiir x 2 0: f(x) = arctan Ji .
Wegen der Achsensymmetrie des Graphen Gg folgt fiir x £ 0:

f(x) = arctan [x und somit zusammenfassend fivr x ¢ R: f(x) = arctan ||x| s

{Also: arccos S S arctan “xl)
Jlxi+1

X
F(x) = t |i dt 2 3
X g arctan || x| (x ¢ R

* Finzige Rullstelle

Offenbar ist F{(0) = 0, (Untere Integrationsgrenze = obere Integrations-
grenze!) Dem Graphen G¢ in 1.d entnimmt man, daf fir x > 0 auch F(x) >0
ist, Da Gy achsensymmetrisch ist, mul Gp punktsymmetrisch

sein, so daB F(x) < 0 fur x < 0 gilt,

Also 1ist X = 0 die einzige Nullstelle von F.

* Terrassenpunkt

F'(x} = f{x) = arctan ||x|

Es ist weiter: F'(0) = 0 und F'(x) > 0 fir x $0,

GF ist also streng monoton steigend und besitzt in (0|0) eine waagrechte
Tangente. Somit ist der Ursprung (0|0) Terrassenpunkt von Gg,

X
Fix) = { arctaan dt (x 2 0)
]

Zuerst ermittelt man eine Stammfunktion von arctaan

* Substitution

z = Jf 3 %% = 573§ H dt = Q-JE dz ; dt = 2-z dz ;

=> Iarctaan dt = 2 fz-arctanz dz (z =Jf)

7Zur Berechnung von § z-arctanz dz bietet sich partielle Integration an:
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c)

d)

¢ Partielle Integration

2 2
- z L] z - # -

J z-arctanz dz = 3~ ° arctanz ! T " ez2 dz
u' v u v u v'

2 i 2 2

z 1 z b4 1 1+z
= 3~ ° arctanz - 5 i) 1355 dz = 5~ ° arctanz - 3 JE 1528 ~ Toz 2) dz =

z? 1 ) 1
=5 arctanz - 3 (z - arctanz) = i-t-arctanlf - 5-( t - arctan jt) =

= %'(t+1}-arctaan - %-Jf :

Zusammenfassend ergibt sich:

X X
Fix) = I arctan [t dt = 2- [~ (t+1)-arctan ft - = [t] =
F F-z [,
= (x+1)- arctanJﬁ Ji
g y = %x + % -13; h: ¥y-= gx -1

{(Anmerkung: Die Wahl des Buchstabens g ist hier etwas unglicklich, weil mit
£ bereits die Umkehrfunktion von f {(auf Ro,") bezeichnet wurde!)

7ur Untersuchung des Mbnotonieverhal(ens von Dy, und D, bestimmt man die
zugehorigen Ableitungen:

‘ = t — 1 ] - L =4 — L
Di(x} F'(x) g'(x) fix) 3 arctanjﬁ A und
DA(X) = h'(x) — F'(X) = 2~ =~ f(x) = = - arctam

2 2 3 Jﬁ *

.. . n b
Fiir alle x > | gilt JE > 1, also & < arctanJi < 7 .
Dabei wird benutzt, daB * arctan 1 = %;

% arctan streng monoton steigend ist und
n

3 1 = =
%}gmarctan X 5.
Hieraus erhalt man: D > O und D} > 0 fiir alle x > 1,

Ergebnis: Die Differenzfunktionen D] und D: sind im Bereich x > 1 streng
monoton steigend.

pffensichtlich liegt der Graph Gp von F im Bereich x 2 1 zwischen den Gera-
den g und h (in der "spitzwinkligen Schere”). Diesem anschaulichen Argument
liegt folgender mathematische Sachverhalt zugrunde:

Es gilt: * F(1) = g(1) ;
* F'(x) > g'(x) fir alle x > 1 (wegen Di{x) >0}

=> F(x) > g(x),

denn wiare fiir ein X > 1 Fixg) = g{Xa), also D,{xs} = D, (1) = 0, so exi-
stiert nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein x,; ¢ ]1l;x.[, so
dag Di{x,) = 0;:
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7t

:DI()Q) = 0'

Dx) =D, ()

|
|
!
|
i
I
X, X

. J

4

Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, daB Di(x) > 0 fir alle x > 1
ist. F(x) > g(x) bedeutet aber, daB Gg oberhaldb der Geraden g liegt. Analog
liegt der Graph von F unterhalb der Geraden h.

Der Graph GF hat folgenden Verlauf:

34 £

h 4

. Auf dem Weg zur Arbeitsstatte hat ein Autofahrer 2 Verkehrsampeln und dann

einen Bahniibergang zu passieren, Unabhangig voneinander hat er an den Ampeln
mit je 30%, am Bahniibergang mit 90% Wahrscheinlichkeit freie Fahrt., An jeder
Ampel mufl er mit 40% Wahrscheinlichkeit nur 1 Minute, mit 30% Wahrschein~
lichkeit 2 Minuten warten; am Bahniibergang hat er mit 10% Wahrscheinlichkeit
eine Wartezeit von 3 Minuten,

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zufallsgrofien

X, := Wartezeit an der Ampel i (i = 1,2) und ¥ := Wartezeit am Bahniiber-
gang, und berechnen Sie damit Erwartungswert und Varianz der ZufallsgroBe
7 := Gesamtwartezeit, (8 BE)
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b) Mit welcher (bedingten) Wahrscheinlichkeit ist die Wartezeit an Ampeln und
Bahniibergang zusammen mindestens 5 Minuten, wenn der Autofahrer an der
ersten Ampel 2 Minuten warten mu3? (5 BE)}

Auf dem Weg von der Wohnung zu seiner Arbeitsstitte hat ein anderer Autofah-

rer insgesamt 15 Ampeln zu passieren, die unabhingig voneinander geschaltet

sind. Erfahrungsgemadf kann er jede Ampel mit 30% Wahrscheinlichkeit ohne War-

tezeit passieren. Ansonsten muB er mit einer mittleren Wartezeit von 1 Minute

pro Ampel rechnen,

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit zeigt friihestens die 6. Ampel Rot? (3 BE)

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erreicht er auf einer Fahrt mehr als die
Hdlfte der Ampeln bei Griin und kann diese also ohne Verzodgerung passieren?
{3 BE}

¢} Im Jahr fahrt er 230 mal von der Wohnung zur Arbeitsstitte, Bestimmen Sie
mit Hilfe der Tschebyschow-Ungleichung ein méglichst kleines Intervall
symmetrisch zum Erwartungswert, in dem die gesamte Wartezeit G vor den
Ampeln pro Jahr bei seinen Fahrten zur Arbeitsstatte mit mindestens 90%
Sicherheit liegt, (6 BE)

Eine umfangreiche Auswertung der Fahrzeiten von der Wohnung zur Arbeitsstitte
hat ergeben, daff die Zufallsgrofe T := Fahrzeit normalverteilt ist mit Erwar-
tungswert 30 Minuten und Standardabweichung 4,75 Minuten,

a) Als "normal" soll eine Fahrt gelten, wenn die Fahrzeit um hochstens 6 Mi-
nuten vom Erwartungswert abweicht, Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dann
eine beliebig herausgegriffene Fahrt "normal"? Mit wie vielen "normalen"
Fahrten kann man bei 230 Fahrten pro Jahr rechnen? (5 BE)

b) Welche Fahrzeit tg muB der Autofahrer ansetzen, damit die Wahrscheinlich-

5%5 betragt, d.h., daB

er im Mittel pro Jahr einmal 2zu spit zur Arbeit kKommt? (4 BE)

keit fiir eine Fahrzeit, die langer als tg ist, nur

. Ein Autofahrer behauptet, daB die Wahrscheinlichkeit, mit der er zu spdt zur

Arbeit kommt, hochstens 1% betridgt. Kann er mit einem Signifikanzniveau von
5% seine Behauptung noch aufrecht erhalten, wenn er bei den letzten 150 Fahr-
ten 4 mal zu spat gekommen ist? Formulieren Sie mit Hilfe der Poisson-Nihe-
rung eine Entscheidungsregel und wenden Sie diese an! (6 BE)

Losung

. Es gelten folgende Abkiirzungen: A: Ampel, B: Bahniibergang

Freie Fahrt an der Ampel i / am Bahnﬁbérgang <=> Wartezelit X, an der
Aampel 1 / Wartezeit y am Bahnibergang ist Null (x;=y=0 fiir i = 1,2)
Aus dem Text liest man ab:

Palxs = 0) = 0,3; paly = 0) = 0,9;
PaéXa = 1} = 0,4; palxy = 2) = 0,3;
Paly = 3) 0,1 (mit i = 1,2),
(Wartezeiten X,,X,; und y in Minuten,)

It

a) ¢ ZufallsgroBen X, (1 = 1,2)
Die Zufallsgrofen Xy (1 = 1,2) nehmen jeweils die Werte 0,1,2 (in Minuten)
an. Somit ergeben sich mit obigen GroRen die folgenden Wahrscheinlichkeits—
verteilungen:

X (nmwin) | 0 | 1 | 2 |
P(Xl = x} { 0.3 |
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+ Zufallsgrofe Y

Die Zufallsgrofe Y nimmt die Werte 0 und 3 Minuten an. Somit ergibt sich
die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

y (inmin) | O | 3
P(Y-y) |[0,9}0,1]°

e ZufallsgroBe 7: 2 = X, + X3 + Y 3

GCesucht: Erwartungswert E(Z) und Varianz Var(Z) der Gesamtwartezeit Z

1. Weg: Berechnung mwit Hilfe der ZufallsgrioBen X;,X> und Y
Es gilt (vgl. FS, S.108):

F(2) = E(X;) + E(X3) + E(Y) ; B(X,) = 0-0,3+1-0,4+2:0,3 = 1 {(in min) ;
F(x,) = E(X,) = 1 (in min) ; E(Y) = 0-0,9+3:0,1 = 0,3 (in =min) ;

=> E(Z) =1 +1+0,3 =2,3 {(in min)

Var(Z) = Var(X,) + Var(X;) + Var(Y) ; (Unabhangigkeit der Grofen)

Var(X,;) = 02+0,3+12+0,4+22-0,3-12 = 0,6 (in min?®*) ;

Var(X,) = Var(X,) = 0,6 (in min2®) 3 (Var(Z)} = E(Z2?)-(E(Z))?)
Var(Y) = 0%+0,9+32-0,1-0,32 = 0,81 (in min?) ;

=> Var(Z) = 0,6 + 0,6 + 0,81 = 2,01 (in min?®)

2. Weg: Berechnung mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufalls-
Erofle Z

?2u diesem Zweck zeichnet man sich den dreistufigen Baum mit den Stufen 1.
Ampel, 2, Ampel und Bahniibergang an:

* 2 2

Xy: * * & * n

0 1 2

I RN I

Xo: e R & Tk

1 0 ] 0 1 2
v . sa aa  ma o ms ax s s omi wa s

0 jo 30 10 30 j 0 3 0 3o jo 3

=> 7: 0 il 4 2 51 4 2 53 6 2 53 6 4 7

Mit den obigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen ergibt sich somit aus diesem
Baumdiagyamm:

z{inwmin) { O |} v } 2 | 3 | 4 | 5 J 6 | 7 |
P(Z - z) |D,081|0,216|0,306[0,225|0,105/0,034]0,024|0,009]

EEZQ = 0:0,081+1-0,0216+2+-0,306+3-0,225+4+0,105+5-0,034+6+0,024+
’ 7-0,009 = 2,3 (in min)

var(zZ) = 02-0,081+12:0,216+22+0,306+32+0,225+42-0,105+
" 452-0,034+62-0,024+72:0,009-2,3? =
= 7,3 - 5,29 = 2,01 (in min)

(Dieser direkte Wege zur Berechnung von Erwartungswert und Varianz von 2
ist offensichtlich weitaus umfangreicher als Weg 1!)
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b) Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit: p, _, (Z 2 5}, Aufgrund der

2.a)

b)

c)

Nefinition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilf:

=2und z 2 3)
P -z (z 2 5) - P 20X e

Das Freignis "X, = 2 und z 2 5" besteht aus den Ergebnissen (vgl. Baum im
2. Losungsweg von Aufgabe 1, a}:
(X,=21x2=0|y=3}, (X:1=2|X2=1]y=3}, (X:=2{x2=2]|y=1).

Mit den gegebenen Wahrscheinlichkeitverteilungen folgt daher:
p(%Xy = 2und z 2 5) = 0,3-0,3-0,1 + 00,3-0,4-0,1 + 0,3-0,3-0,1 = 0,03,

Mit p(x, = 2} = 0,3 folgt schlieBlich (vgl. (*)):

Px, (2 23} = 55— =0,1.

Frithestens die 6. Ampel zeigt Rot heiRt: Die ersten 5 Ampeln stehen auf
Grin. Mit p('keine Wartezeit") = 0,3 folgt:
p{"frithestens die 6, Ampel zeigt Rot") = 0,3% = 0,243%,

Es handelt sich hier um eine Bernoullikette der Lange n = 15 mit dem Para-
meter p = 0,3. (Treffer = "Passieren einer Ampel ohne Wartezeit") Mit der
Trefferanzahl X gilt somit:

15 7
P(X > 8 = I B{15:0,3;1) =1 - L B(15:0,3;i) = 1 - 0,94999 =
- 1=8 i=0
0,05001 = EE (vgl. Stochastik-Tabelle}.

1l

Fs handelt sich nun um eine Bernoullikette der Lange n = 230-15 = 3450 mit
dem Parameter p = 0,7 (Treffer = "Wartezeit an einer Ampel"). Da die durch-
schnittliche Wartezeit an einer Ampel 1 Minute betragt, gilt fiur den Erwar-
tungswert E(G) und die Varianz Var(G) der Gesamtwartezeit G:

E{(G}) = n-p-lmin = 3450-0,7min = 2415min ;
Var{(G) = n-p-q-1lmin® = 3450-0,7-0,3min®* = 724,5min?* ;

Die Tschebyschowungleichung zur gegebenen Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 90% lautet (wvgl. FS, 5.109):

P(IG - E(G)| < a) 21 - Va;iGl 2 0,9

{ }
I

Der Wert von a legt dabei die Lange des Sicherheitsintervalls um den Erwar-
tungswert Ei(G) fest, Es ist also der Wert von a zu bestimmen. Man liest ab:

v
) - Yarle) 5 g9 Yar® < 0,1
a® » 10-var(G) ; => a 2 85,12min ;

Das kleinstmogliche a lautet somit 85,12min,
Das gesuchte Intervall ergibt sich aus:

|G - E{(G)]| < 85,12min ;
2415min - 85,12min < G < 2415%min + 85,12Zmin ;

2329.88min < G < 2500,12min

3. Gegeben ist die normalverteilte ZufallsgroRe T = "Fahrzeit"” (in minj),
Erwartungswert ¥ von T: w = 30 (in min); Standardabweichung o von T: o = 4,75
(in min);
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a) * Wie wahrscheinlich ist eine "normale" Fahrt?
Da T normalverteilt ist, gilt mit der GauBschen ¢—Funktion:

pllju - T} £ 6) = plu=6 ¢ T < p+6) =
- 6y = e wbduy 4 (u-6)-py
p(T < wt6) = p(T S u-6) P - )

¢{%) - ¢(-g) = 2¢(%> -1 (demn es gilt: §(~x) + ¢(x) = 1)

2-0,89617 - 1 = 0,79234 = 79,2%

e Wie viele "normale" Fahrten gibt es?

Nach oben betridgt die Wahrscheinlichkeit p fiir eine "normale" Fahrt

p = 79,2%. Die Anzahl A solcher Fahrten ergibt sich bei n = 230 Fahrten zu:
A =nun'p= 230-0,729 = 182 ;

Der Fahrer kann also mit zirka 182 'normalen"” Fahrten rechnen,

b) Gefordert ist: p(T 2 tg) (i) j%ﬁ :

{Fine kleinere Wahrscheinlichkeit als L ist fir den Fahrer ebenfalls

giinstig,) 230

(>)

=> p(T < tg) 1 - 7%5 = 0,99565 ;

Mit u = 30 (in min) und o = 4,75 (in min) folgt:

tg_u (>}

p(T ¢ tg) = & =) °270,99565 ;

NDurch Nachschlagen in der Stochastik-Tabelle (Normalverteilung) erhdlt man:

to= > > >
—%—E (=)2,63 ;= to(=)2,63'u+u; to(=)42,49 :

Der Autofahrer mufl fur ty eine Zeit von 42,49 Minuten ansetzen.

4, Fs handelt sich hier um einen Alternativtest mit den beiden Hypothesen

H,: Die Wahrscheinlichkeit p fiir das Zuspatkommen betragt hochstens 1%:
p < 0,01,

Ha: Die Wahrscheinlichkeit p fiir das Zuspatkommen liegt uber 1%:
p > 0,01,

Die Stichprobenlinge betragt n = 150, Damit ergeben sich die Annahmebereich
A, (zur Hypothese H,) und A, (zur Hypothese H;pjzu:

A‘l = {0; LR sC} L AZ = {C+1| .. ,150}.

Hierbei ist ¢ ¢ N eine Konstante, die durch die Angabe bestimmt ist, dafl das
Signifikanzniveau 5% betrdgt.(Ein kleineres Signifikanzniveau als 5% spricht
ebenso fur den Autofahrer,) Ein Signifkikanzniveau bezieht sich auf den o-
Fehler (Hypothese H, trifft zu, sie wird aber abgelehnt). Somit kann ange-
setzt werden:

Poso.o1{Ag) 2 0,05 5 (%)

Na eine Poisson-Naherung verwendet werden soll, wird zunachst der Mittelwert

Y bestimmt:

W =np - 150,01 = 1,5.
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Mit der Poisson-Verteilung P(u;i) folgt aus (*):

150
I Pp(1,5;1)

£ 0,05
i=c+1
e
1 - I P(1,5;1i) < 0,05 ;
1i=0
c
£ P(1,531) 2 0,95 ;

1=0

Durch Nachschlagen in der Stochastik-Tabelle (Poisson-Verteilung) findet man,
dal die obige Ungleichung fiur ¢ 2 4 erfiillt ist. Die Behauptung des Autofah-
rers (Hypothese H,) kann somit aufrecht erhalten werden.

Weile Natursteinplatten werden in Paketen zu je 100 Platten geliefert, Die Pa-
kete werden je nach der Wahrscheinlichkeit p fiir das Auftreten rotlich verfdarb-
ter Platten (kurz: rote Platten), die bei der Produktion zwangsliaufig anfallen,
1n drei Giteklassen eingeteilt:

Giiteklasse I: p = 0,01; Giiteklasse II: p = 0,05; Giiteklasse IIT: p = 0,10.

1. Auf einem Weg sollen 100 Platten in einer Reihe verlegt werden. Wie viele

verschiedene Reihenfolgen sind moglich,

a) wenn das gelieferte Paket genau zwei rote Platten enthalt, und sich die
Platten nur in der Farbe {(weiB,rot) unterscheiden, (3 BE)

b) wenn das gelieferte Paket genau 3 rote Platten enthialt, und diese unter-—
einander {etwa nach der Maserung} unterscheidbar sind, die weiflen Platten
aber nicht? (4 BE)

a) Zur Pflasterung des gleichen Wegs wie in 1, wird ein Paket der Giiteklasse
I bestellt, Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dafl keine roten
Platten dabei sind? (4 BE)

b} Bis zu 12 rote Platten werden beim Plastern des Weges in Kauf genommen.
Kann man dann ein Paket der Guteklasse II bestellen, wenn man die Wahr-
scheinlichkeit fur mehr als 12 rote Platten unter 1% halten will? (4 BE)

In einer Siedlung sollen 10 Wege mit je 100 Platten gepflastert werden, Der

Plattenleger bestellt 10 Pakete der Giiteklasse 1II., Mit welcher Wahrschein~-

tichkeit kdnnen die 1000 Platten so verlegt werden, daR alle 10 Wege mit je-
weils wenliger als 13 roten Platten belegt sind? Verwenden Sie die Normalver-
teilung'! {7 BE)

Eine Firma liefert Pakete der Giiteklasse II und III, die auf Giiterwaggons
verladen werden, Jeder Waggon enthalt lauter Pakete gleicher Giiteklasse. Bel
einer Lieferung, die doppelt so viele Waggons der Giiteklasse 111 wie der Gi-
teklasse II enthdlt, ist die Kennzeichnung der Giteklasse vom Regen abgewa-
schen worden, Durch eine Stichprobe von 50 Platten soll entschieden werden,
in welche Giiteklasse der jeweilige Waggon eingestuft wird.

Ein falsch eingestufter Waggon der Giiteklasse II verursacht einen Schaden von
1000 DM {entgangene Einnahmen}, ein falsch eingestufter Waggon der Giiteklasse
III verursacht einen Schaden ven 2000 DM (Reklamation, verargerte Kunden).
Verwenden Sie im folgenden die Tabelle fiir die Binomialverteilung.
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a)

b)

1.a)

b)

2.a)

b}

Ein Waggon werde genau dann in die Giiteklasse II eingestuft, wenn weniger
als 3 rote Platten in der Stichprobe sind, andernfalls in Giiteklasse III,
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler 1. und 2. Art, und
berechnen Sie dann den mittleren Schaden pro Waggon, der bei diesem Vorge-—
hen zu erwarten ist. (9 BE)

Ermitteln Sie fiir die Hypothese '"Der Waggon enthalt Giiteklasse II" einen
Annahmebereich der Form {0,...,k}, der so beschaffen ist, daB der mittlere
Schaden pro Waggon moglichst klein ist, Wie groB ist dann dieser Schaden?
(9 BE)

Losung

Das zugehorige Urnemmpdell lautet:

Den 100 Plattenplatzen entsprechen Kugeln, die in eindeutiger Weise mit
Zahlen zwischen 1 und 100 bedruckt sind. Diese 100 Kugeln befinden sich in
einer Urne, aus der 2 Kugeln gleichzeitig gezogen werden. Die beiden gezo-
genen Kugeln ergeben die Plitze, auf denen die beiden roten Platten zu lie-
gen kommen.

Fiir die Anzahl A der verschiedenen Plattenreihenfolgen erhdlt man daher:

= 4950 ;

A = [100 _ 100! _ 99-100
21-98! 2 2=

2

Setzt man wie in Aufgabe 1,a) die Ununterscheidbarkeit der roten Platten
voraus, so folgt nach 1.a):

_ (100 _ 100!  98-99-100 _ i
A= [ 3 } C3Te971 3! = 161700 ;

Fiir jede solche Anordnung erhalt man bei vorausgesetzter Unterscheidbar-
keit der roten Platten jeweils weitere 3! Anordnungen,
Somit ergibt sich die Anzahl A' der verschiedenen Plattenreihenfolgen:

!

at = (100745, - 1008 _ 440.99.98 - 970200,
3 97! _—

Giteklasse I: p('"rote Platte") = 0,0}

=> p{"nichtrote Platte'") = 0,99 ; Somit erhdlt man mit n = 100 Platten:

p("keine Platte ist rot™) = 0,99'°° = 0,3660 = 36,6%

Giiteklasse II: p("rote Platte") = 0,05

Es handelt sich hier um eine Bernoullikette der Lange n = 100 mit dem Para-
meter p = 0,05 (Treffer: rote Platte), Mit der Trefferanzahl X ist die
Wahrscheinlichkeit p{(x > 12} zu berechnen:

0 12

B{1003;0,05;i) = 1 - I B(100;0,05;3) = 1 ~ 0,99854 =
3 i=0

.00146 (< 0,01)

10
péx > 12) = L
i=1
=0

Man kann also das Paket der Giiteklasse I1 bestellen.
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a)

Giiteklasse ITI: p = 0,1

Es werden hochstens 12 rote Platte pro Weg akzeptiert., Unter den 1000 Plat-
ten diirfen demnach hochstens 12-10 = 120 rote Platten sein, Ist dies der
Fall, so kinnen die Wege wie gefordert verlegt werden. Dabei ist in Kauf zu
nehmen, daf man beim Verlegen der Wege rote und weifle Platten verschiedener
Vege gegeneinander austauschen muB, um so die Hochstzahl 12 (der roten
Platten pro Weg) nicht zu iiberschreiten. Es handelt sich um eine Bernoulli-
kette der Linge n = 1000 mit dem Parameter p = 0,1 {Treffer: rote Platte},
Mit der Trefferanzahl X gilt es die Wahrscheinlichkeit p(x € 120) zu unter-
suchen:

120
p(x ¢ 120) = L B(1000;0,1;1) ;3 (*)
i=0
Da dieser Wert nicht tabelliert ist, soll die Normalverteilung verwendet wer-—
den,

Der Erwartungswert u und die Standardabweichung o ergeben sich zu:

W =mn-p = 1000-0,1 = 100 ;
g* = n*peq = 100-0,9 = 90 ;

Mit der GauBschen ¢-Funktiun ergibt sich aus (*) die folgende Naherung:
_ 4,n=-u+0,5. 120-100+Q,5, _ 20,5, _
p(x € 120) = ¢¢ - ) = §o - ) = (=) =

o o

¢(2,16) = 0,985 = 98,5%.

Die Platten konnen also mit einer Wahrscheinlichkeit von 98,5% wie gefor-
dert verlegt werden.

1l

Ammerkung: Will man das nachtriagliche Vertauschen von Platten vermeiden, SO
ist zu fordern, daf sich in jedem Paket hochstens 12 rote Platten befinden.
(Die 10 Wege werden hierbei voneinander unabhingig behandelt!) Die Wahr-
scheinlichkeit p, daB sich in einem Paket hochstens 12 rote Platten befin-
den (Giiteklasse II1 vorausgesetzt), berechnet sich analog zu Aufgabe 2.b):
12
pi{x < 12) = E B(100;0,1;1) = 0,80182,
i=0
Die Wahrscheinlichkeit, daB sich in jedem der 10 Pakete hichstens 12 rote
Platten befinden, errechnet sich daher zu: p = 0,80182'® = 0,11 = 11%,

Die in dieser Anmerkung formulierte Bedingung der Unabhangigkeit ist we-
sentlich scharfer als die in Aufgabe 3. Dies driickt sich sehr deutlich in
der Differenz der zugehdrigen Wahrscheinlichkeitswerte aus!

Es sollen folgende Hypothesen H, (Giteklasse II} und H, (Giiteklasse TII)
getestet werden: H;: p; = 0,05 Hz: pa = 0,1

A, = {0,1,2} aA; = {3, ... ,50}
Dabei sind A, und A, die Annahmebereiche zu den Hypothesen H, und H;.

¢ Fehler 1. Art
Ein Fehler 1. Art liegt vor, wenn die Hypothese H, abgelehnt wird, obwohl
sie wahr ist, Das Freignis A; tritt also mit p, ein. Die Wahrscheinlichkeit
a berechnet somit zu:
50
& = Po.os(Az) => @ = Po.os(x 2 3) = I B(50;0,05;1) =
i=3
2
=1 - L B{(503;0,05;i) = 1 - 0,54053 = 0,45947 ;
i=0
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b)

* Fehler 2, Art

Ein Fehler 2, Art liegt vor, wenn die Hypothese H, angenommen wird, obwohl
sie falsch ist, Es tritt also A, mit p; ein., Die Wahrscheinlichkeit 8 be-
rechnet sich somit zu:

2
B = Po.1(Ay) = B = po.2(x £ 2) = L B(50;0,1;i) = 0,11173 ;
i=0

* Mittlerer Schaden pro Waggon

Es ist Y die ZufallsgrdBe '"Schaden pro Waggon'.

Y kann dann die Werte y; = 1000 DM (Waggon der Giiteklasse II) und v,

= 2000 DM (Waggon der Giiteklasse III) annehmen.

Der Schadenswert y,; tritt auf, wenn der Waggon der Guteklasse II als Waggon
der Giiteklasse III eingestuft wird. Die Wahrscheinlichkeit fir dieses fal-
sche Einstufen betrigt «.

Der Schadenswert y; tritt auf, wenn der Waggon der Giiteklasse III als Wag-
gon der Giiteklasse II eingestuft wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses
falsche Einstufen betragt B.

Um die Wahrscheinlichkeitverteilung der Zufallsgrofle Y anzugeben, mufl die
Haufigkeitsverteilung der Waggons der Giteklassen II und III beriicksichtigt
werden. Die jeweiligen Anzahlen stehen im Verhaltnis 1:2:

1 s 2
3 a . 3
II 111
a = * B
Wagegon 1II falsch eingestuft Waggon III falsch eingetstuft
= ac_l_ = 3.2
pl 3 Pz 3

Somit errechnet sich der Erwartungswert E{(Y} von Y (= mittlerer Schaden pro

Waggon) zu:

E(Y} = p,+1000DM + p.-2000DM = a-%-lOOODM + B-%-QOOODM = 302,13 DM

Der mittlere Schaden pro Waggon betragt also zirka 302 DM.

Fir die Annahmebereiche A, und A. setzt man an:

A, = {0, ... ,k} , Az = {k+1, ... ,50},
Fiir jede Wahl von k sind die Fehler 1. Art (o) und 2. Art (B) festgelegt:

*

50
a = po_os(x 2 k"'l} = L B(SO;O,OS;]L) ( )

1=k+1

Kk
B = Po.1(x £ 2) = I B(50;0,1;i) (%)
i=0

Die Aufgabe besteht nun darin, den Parameter k so zu wdhlen, dall der Erwar-
tungswert

E(Y) = p,-1000DM + p,+2000DM = a-%-lOOODM + B'%-2000DM

moglichst klein wird.
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Berechnet man @«,B nach (*),(*%) mit verschiedenen k-Werten, so erhalt man
fiir E{(Y):

k| & | B | E(Y) in DM |
0 | 0,92306 | 0,00515 315
1 { 0,72057 | 0,03379 285
2 | 0,45947 | 0,11173 302

Wie man aus den berechneten Werten erkennt, steigt E(Y) fiir k > 1 wieder
an. Theoretisch 148t sich dieses Ansteigen aus der Tatsache ableiten, daR
fiir groBere Werte von k B grofier und o kleiner wird, und sich somit E(Y)
vergroRert., Mit dem Minimum fiir k = 1 folgt fiir den idealen Annahmebereich

A): A1 = {0,1}0

Der dazugehdrige minimale Schaden betragt 285 DM.

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A{-k|k|k), B(2k{-k|0)
und C(2K{0|-Kk)} gegeben. Dabei sei k ¢ K.

e {'miwmey fiad-d duloages oo

i‘ "ti'l. h—ff: s Fiyen S_toolps . |

b)

a)

b)

c}

a)

b)

men, und stellen Sie eine Gleichung von Eu in Normalenform auf.

{Ein mogliches Ergebnis: FE,: X,+Xg+X3-k = 0 ]

Begriinden Sie, daB es sich um eine Schar von parallelen Ebenen handelt.
(6 BE)

Ermitteln Sie die Schnittpunkte S, Tw., Ux dieser Ebene E, mit den Koordi-
natenachsen. Legen Sie eine Zeichnung des Koordinatensystems an (Hoch-
format, Ursprung in der Blattmitte), und tragen Sie das Dreieck S.T.U.
ein.

Berechnen Sie das Volumen V., der Pyramide $,T,U,0 mit 0(0]0{0}., (5 BE)

. Bine weitere Ebene F enthalt die Punkte 0, P(2|0|6) und Q(0}|2]|6),

Zeichnen Sie das Dreieck OPQ in das bei 1.,b angelegte Koordinatensystem
ein, Weisen Sie nach, daf die Gerade g = PQ in einer Scharebene E.o liegt,
Geben Sie ko an, und tragen Sie auch das Dreieck SuyaTwoUwo in die Zeich-

nung ein. (5 BE)
Berechnen Sie aus V., {(vgl. (3 BE)

Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, daR die Schnittgerade s von F und E,
zur Geraden g parallel ist. (4 BE}

1.b) das Volumen Vs der Pyramide SgTsUg0.

Berechmnen Sie den spitzen Winkel (auf Grad gerundet), den die Ebenen E,
mit der Ebene F bilden. (3 BE)

Geben Sie eine Gleichung von F in Parameterform an, bei der die Richtungs-
vektoren aufeinander senkrecht stehen. Dabei soll der eine Richtungs-

-
vektor u = PQ sein. (4 BE)



Losung

A{-k|k|k), B(2k|-k|0), C{(2k|O|-k), k ¢ K
l.a) » 1. Moglichkeit

Drei Punkte A, B, C bestimmen genau dann eine Ebene, wenn sie nicht auf
-> -

einer Geraden liegen, d.h. wenn (zum Beispiel)} AB und AC nicht kollinear

sind:
- 3k 3
AB = [—QKJ = k-[-? H
-k -1

- 3k 3
AC = ~ki = k|-1] 3
-2k -2

sind in der Tat fiir alle k # 0 nicht parallel. A, B, C bestimmen also eine
Ebene Ek.

—> -3

AB und AC sind Richtungsvektoren der Ebene E,. Einen Normalenvektor ven E,
gewinnt man mit Hilfe des Vektorprodukts:

(122 o
-1 -2
s s 3 3
AB x AC = [-2]){[—1 N -
iy s -1 -2
3 3
-2 -1

il

Damit erhalt man eine Normalenform ﬁ-§ - ¢ =0

der Ebene E.: 1 X,
1f - |Xaf-¢c =0 ;

1 X3

=> Xy, * Xa t X3 - ¢ =0, (*)

Zur Bestimmung von ¢ setzt man einen Punkt {(etwa B) in die Gleichung (%)
ein: 2k -k + 0 -¢c =0 ; ¢ =k,

Ergebnis: Eine Normalenform der Ebenengleichung E. lautet:

Xi+x=+x_3—k:0.

1
Da alle Ebenen E, den gleichen Normalenvektor [l] haben, sind
1

sie auch parallel,

* 2, Moglichkeit
Zur Bestimmung der Ebenengleichung (Normalenform)
P*X1 +t qQ*X2 t r"X3 - ¢ =0

und gleichzeitig zum Nachweis, daR die drei Punkte A, B, C eine Ebene fest-
legen, stellt man folgendes Gleichungssystem auf:

~kp + kq + kr — ¢ =0 ;

2kp - kg -c =0 ;

2Kp -kr - ¢ =10
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1.b)}

Man bestimmt p,q und r in Abhangigkeit von k und c¢. Zuerst zeigt man aber,
daR das Gleichungssystem fiir k € B genau eine Losung hat, Dazu berechnet
man die Determinante:

2 -1

-k k k -1 1 1
2k -k 0 | =%k3- [ 2-1 0] =
2%k 0 -k 2 0 -1
o, 11 -1 1 _ s 3
= k-(2- - ) = k?+(2+1) = 3k® # O fiir k £ 0,

-10

Die eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems zeigt auch, daff A, B und C
genau eine Ebene festlegen, Jetzt berechnet man nach der Cramerschen Regel
P, 4 und r:

c k k 1 1 1
c -k 0 , 1 -1 0
0 -k k< 1 0 -1
p = —I€ - _C°K = - (%) =
Ik 3k*
-k ¢ k -k kc
2k ¢ 0O 2k -k ¢
q - 12k c -kl _¢ . 2k 0 ¢ _c
; = . = =
k2 k 3k° k
Ebenengleichung:
C

¢ c
TNy * £*Xa t ptXa - € =0 5 => X, + Xa *t X3 -k =0,
k 1 K 2 k a ] 1 2 3

Schnittpunkt mit der x,-Achse: X, = Xy = 0 k  => Sy (k{0f0)
Schnittpunkt mit der x,-Achse: X; = x5 =0 => x5 = k => Tk(Oigigl
0 k

Schnittpunkt mit der xy-Achse: X; = Xz = => U (0]|0]K)

[
[+

1 1 — 1
Vz' = j'G'h = 'j’AQOS‘;T‘.'OU“ = j.

.43-4 =

|
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b)

c)

j.a)

Da X, + Xa + X5 = 8 fur P(2|0]|6) und Q(0|2}{6}, sieht man unmittelbar, daf
P, Q {also die Gerade PQ) in der Scharebene

Eat X; *+ X3 * X3 — 8 = 0 liegen (kg = 8.
Die Pyramide SaTsUs0 geht aus der Pyramide S,T,U,0 durch zentrische Strek-
kung mit dem Faktor » = 2 und dem Zentrum Q hervor. Daher gilt:

Va = )\"Vz. = 23'Vz. = 2T-

[= o

Die Ebene E, und Eg sind parallel. Schneidet eine dritte Ebene (F) zwei
parallele Ebenen (E,, Eg), so sind die Schnittgeraden (s,g) ebenfalls zuei-
nander parallel,

Pen spitzen Winkel zweier Ebenen erhdlt man als spitzen Winkel der Normalen
dieser Ebenen:

- -+
Ngy Ny ‘ .

-+ -+
[nes| 0]

cosg = . -

{Der Absolutbetrag auf der rechten Gleichungsselte steht, um den spitzen

s
{HRIERH

(ﬂ, steht als ein Normalenvektor der Ebene F senkyecht auf den beiden

cosg -

- 2 - 0
Richtungsvektoren OF -= [0} und 0Q - [2}.}
6 [

87-22



b)

(M) (=12
1]+[-12
1) 4 _
cOSg B = 11-.}___..1.-._ = i = 0’66 =2 ¢ = 49°
(17 -12 3- 119 57
\1, 4
+ => -2
u=Pp} = 2
L 0

R -» e e
1. Weg zur Bestiomung von v ¢ F, v | u:

-2
Man bringt eine Ebene H mit Normalenvektor G = PQ zum Schnitt mit der Ebene
F:
H: -2x, + 2% = 0 3

. (2 0
F: x=sg'-(0| + £'-|2 bzw.

k6 6

1 0
-
X =5 |0 + t-|1]).
L3 3
—" -

{(Beachte: F wird aufgespannt van den Vektoren OP und 0Q!)

Man setzt nun die Parametrisierung von F in die Normalengleichung
-X, * X2 = 0 wvon H eiln und erhait:

-5+t =~ 0, also s = t,

Die Punkte mit den Ortsvektoren

N 1 0 [1
X =8¢ + 5.0} = s-11
3 3 (e
liegen somit auf der Schnittgeraden von F und H:

1
g{FNH): X - s-[l .
6

Somit sind

-2 , A
21 und v - {l
0 6

zwel zurinander senkrechte Richtungsvektoren dey Ebene F:

4

Fi x = o [_E} o {1\.

3

2, Weg zur Bestimmung veon v € F, v | u:

—_ - Il

Die Vektoren OFP und 0Q sind gleich lang (;OPf - |0Q| - jj‘i‘:g-‘z -
- 2J10).
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Das Dreieck OPQ ist also gleichschenklig mit der Basis [PQ]. Daher
ist [OM] Lot auf die Basis [PQl, wenn M der Mittelpunkt von [PQ]

ist:
-> - w3 1
OM = =-(0P + 0Q) = |1).

BOf -

6

-5

>
OM ist also ein zu PQ senkrechtet Richtungsvektor der Ebene F durch
die Punkte 0, P und Q:

N 2 1
F: =x = g-|=-2| + »n-|1].
o 6

In einem kartesischen Koordinatensystem sind der Punkt A(1]3]|-1) und die Geraden

N P ) F O R,
SC— i—




b) In welchem Verhaltnis teilt P die Strecke [AB]?
Berechnen Sie damit aus AP = 9 die Linge der Strecke [AB]. (4 BE)

3. a) Berechnen Sie nun die Koordinaten eines Punktes C, der auf g liegt und mit
A und B ein gleichschenkliges Dreieck bildet, dessen Basis [AB] ist.(6& BE)

b) Zeigen Sie, daR die Lotgerade zur Ebene E durch M die Gerade h schneidet,
und geben Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S an. (4 BE)

c) Legen Sie, ausgehend von der Pyramide ABCS eine Skizze an, welche die La-
gebeziehungen der bisher eingefiihrten geometrischen Elemente deutlich
macht., (4 BE)

d) Begriinden Sie ohne Rechnung, daf die durch p und h bestimmte Fbene F auf E
senkrecht steht, (3 BE)

RS el e O TR oL e T TR LR W e BRI B 0 1 e L oL Tl twmMLtwifn e tearresseitee oo @R Ayt B0 L o EE L

Losung

1, Moglichkeit:

. 4 -5 . 4 1
ALY, 8 x = |=3] + a*}t 4|, h: X = |=3| + o*| 4|, »,o0 ¢ R
5 2 5 -1
P(4|-3{5) ist gemeinsamer Punkt von g und h,
- -, 4 1-4 4 -3
1. X = OP + wPA, X = [=3] « u'-[+3+3] = [-3] + u'-| 6
5 -1-5 5 =6

9

4 1
Ergebnis: p: X = [—3] + u-[—?]

Die Ebene E wird aufgespannt von Richtungsvektoren der Geraden g und p:

& -5 1
B: x = [-3] + x-{ 4} s u-[—z}
5 2 2
L_____T____J LﬂTnJ
-
E PA
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Einen Normalenvektor n von E gewinnt man mit Hilfe des Vektorprodukts (der
beiden Richtungsvektoren):

( I 4 —2|
-5 1 _z f 12
al x |-2¢ = —| 5 2' = |12] ;
2 2 |_5 1‘ 6
4 -2

12
Fin moglicher Normalenvektor ist daher [12] oder der dazu parallele

6
2
-
Vektor n = |21.

1

Damit erhalt man eine Normalenform ﬁ-; -c =20

der Ebene E: 2 X1
2] ¢ Xzl - ¢ =0 ,
1 Xa

2%y + 2X5, * X5 —C = 0, (*)

Zur Bestimmung van ¢ setzt man einen Punkt der Ebene E in (¥) ein (zum Bei-
spiel (1[3}-1)):

21 +23-1=~¢=0 3
== C

I
-
.

Frgebnis:

Fine- Normalenform der Fbene E lautet daher: 2x, + 2x, + x5 - 7 = 0.

2, Moglichkeit:

Hier soll aus der Parameterform einer Ebene eine Normalenform gewonnen wer-

den.

-+
+ UV €=

-+

R TERY

m
e My
ol g
-+
>
=i E4

= A"

. -+ = -+ -3 R R . ) -+
das heift, x-a, u, v sind genau dann linear abhangig, wenn x Ortsvektor
eines Punktes der Ebene E ist, Dies ist aber aguivalent dazu, dafi die De-
terminante der drei Vektoren verschwindet:

det(x-a,u,v) = 0
oder
+ + > + 4
det (x,u,v) = detfa,u,v},
(In dieser letzten Form kann man sich diesen Ansatz zur Gewinnung der Noy-
malenform leicht merken.) . .
Wird eine Ebene E durch die zwel Vektoren u und v aufgespannt und ist

"I ¢ B, s0 gilt: "X ¢ E” <=> det{x,u,v) = det{a,u,v).

In dem vorliegenden Beispiel schreibt sich die rechte Determinantenglei-
chung somit:

Xy - 1| & =5 1
Xa 4 2| = [-1 4 -2
xs 2 2| 5 2 2
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Purch Aufltsen der Determinante erhalt man:

4 =2 R
2 2l T X2 2 2

=» 12x, + 12Xp + 6Xa = 42; 2x; + 2%, + X3 = 7 =0,

xl'

-5
+ x3. 4 -;' = [‘2;

2.a) M(my|1|ma) liegt auf der Geraden p und halbiert die Strecke [AB], mit
B = B(by|by|ba) (vgl. Figur).

O ; A P
-+ 4 !
* Bep:x=[|-3]+u|=-21 == Bl4+u|-3-2u|d+2w)
5 2
- 1 .= -
* OM = 5-(0A + OB) =>»
M( a;;b; ! az;bf | a3;b3 ) ; mit oben folgt somit:
M( L+4+u I 3-3-2u | T165+2u } o= Ml EAL | -w | 2+u )
2 2 2 2
* Fin Koordinatenvergleich liefert: my = 1 = -u, das heifit: u = -1 ;

* Somit erhalt man zusammenfassend:

stw _ 5-1
2

m‘l: = .

2 -_-2; m_‘Tl.

Die Koordinaten des Mittelpunktes lauten also M{2[1]1).

Die Koovdinaten von B ergeben sich mit ¢ - -1 zu:
BCA+u{~3-2u|5+¢2u) > B(3[=1]3)

2.b)

— - -> —>
AP - x-PB AP = »-PB
A~ 0 A< 0

Innere Tellung Auliere Teilung
(» ¥ 0)
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Gesucht ist das Teilverhdltnis a fiir die Punkte A{(1}3{-3), P(4|-3{5) und

B(3j-1]3).
—>
AP = |-

- -
PB

Ergebnis:
Das Teilverhaltnis ist -3.

Insbesondere ist AP = 3-PB, und P liegt auBerhalb von [AB]. P liegt also
naher bei B:

A

Aus AP = 9 und AP = 3-PB folgt PB = 3.
Damit ist: AB = AP - PB = 6.

j.a) * 1. Weg

L

/
/
C/
B ™

.-'.."-

M

V,,///,/////,/z/”J A ’P
Die Raumpunkte C, die von A und B gleich weit entfernt sind, liegen auf der

zu p = AB senkvechten Ebene L durch den Mittelpunkt der Strecke [aB] ("mit-
telsenkrechte Ebene' wvon A, B).

Fin Normalenvektor von L 1ist ein Richtungsvektor von p, zum
1

Beispiel |-2].
2

Daher gilt: L:i x, — 2x5 + 2x5 -

mit M ¢ L: 2 ~2-1 1+ 2-1 -4d
d

il
o R
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b)

Zwischenergebnis "mittelsenkrechte Ebene':
L: X3 - 2%, + 2%, - 2 =0,

Der gesuchte Punkt € ist der Schnittpunkt der Geraden g mit der Fbene L.
Man setzt dazu die Parameterform von g

N 4 — 5

X = (=3 + 4a

5 + 2y

in die Gleichung von L ein:
(b = 5x) = 2(=3 + 42} + 2(5+ 2») -2 =03 18 ~9n =0 ; a =2,

Geht man mit diesem a~Wert in die obige Parametrisierung von g , so erhilt
man die Koordinaten von C: C(-6|5}9)

2. Weg:
Man berechnet fiir einen parametrisierten Punkt von g
Clh = 5A]=3 + 4xrf5 + 2»)

die Entfernungen von A und B in AbhLangigkeit von a:

H

AC J(J—SA)’ + (-6+42)2 + (6422)2

BC

JII-SA)’ + (=2+42)2 + (2+23)2

Bedingung: AC = BC
-

(3=52)2 + (=6+42)2 + (6+20)% = (1-5202 + (=2447)% + (2+20)2
9-302+2522+36-48a+1622+36+240+402 = 1-102+2522+4-16a+1622+4+8Ba+422
Bl — 54» =9 — 18x ;3 72 = 36n 53 » = 2,

Wie im !. Weg erhalt man C{-6|5|9).

]

Bin Richtungsvektor der Lotgeraden 1 zur Ebene E durch M ist ein Normalen-
vektor von E., Dem Ergebnis von Aufgabe | entnimmt man die Koordinaten eines
solchen Normalenvektors:

Es ergibt sich mit M(2]1|1) (vgl. 2.a})

(2 2
1: x = 1] +t-H,
§! 1
L[4 [1
h: x = |=-3| + o] 4].
)
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7Zur tberpriifung, ob h und 1 sich schneiden und gegebenenfalls zur Ermitt-
lung des Schnittpunkts S, setzt man an:

R R

Komponentenweise fiihrt dies zu folgendem Gleichungssystem (*):

2+ 2t = 4+ g
1 + 2t =-3 + 4g
1+ t = 5- .

Dieses Gleichungssystem (*) hat drei Gleichungen und (nur) 2zwei Unbekannten
o,t, Fiir seine Losung gilt:

.11-“!-_‘)%‘ iT |I: E . )_i.-,i- E |_\;.i“._.._11_1 , ,
1.

(genau ein Schnittpunkt);

Unendlich viele Losungen <=> h, 1 sind identisch: h =1
{unendlich viele Schnittpunkte).

Man vereinfacht nun die Gleichungen des Systems {(%):

2t = o =12
2t - 4g = -4 => 3g =6 =>0=2,t =2,

Mit diesen Werten ist auch die 3, Gleichung t + o = 4 erfullt,

Das .Gleichungssystem {(*) hat die Ldosung t = g = 2,

Die Geraden g und h haben also genau einen Schnittpunkt S.

Die Koordinaten von 5 erhdlt man, indem etwa t = 2 in die Parametrisierung
von | eingesetzt wird:

5(6]5|3).



alle drei in derselben Ebene:
E(p,h) = E{(p,1).

Da 1 senkrecht zu E steht, ist
E(p,1) | E,
also

F = E(p,h) | E,

was 2zu beweisen war,

d) Die Geraden h, p und 1 (vgl, 3b)) schneiden sich gegenseitig, liegen also
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