Aufg.-Nr.: 15 |Bereich: ganzrat. Funktionenschar Kursart: LK WTR

Olympiaschanze

Die grofle Olympia-Schanze in Garmisch-Partenkirchen hat etwa das in der Abbildung
erkennbare Profil. Fiir die markierten Punkte A und B gilt dabei: A liegt 81 m hoher als B. Die
waagerechte Entfernung zwischen den beiden Punkten betrdgt rund 156m.

a)

b)

d)

Bestimmen Sie eine ganzrationale Funktion moglichst niedrigen Grades, die das Profil
des Aufsprunghiigels im Bereich von A bis B ndherungsweise beschreibt.. Dabei liege A
im Ursprung des Koordinatensystems. Die Steigung des Aufsprunghiigels in den Punkten
A und B werde modellhaft vereinfachend als null angenommen. Geben Sie die
Koeffizienten mit voller Taschenrechner-Genauigkeit an. Auf die Kontrolle
hinreichender Kriterien kann verzichtet werden.

Vergleichen Sie das maximale Gefille des Graphen der von Thnen ermittelten Funktion
(im relevanten Bereich) mit der Angabe in der Abbildung.

Beweisen Sie: Bei ganzrationalen Funktionen der Form f(x):ax3 +bx* (a, b#0) liegt die
Wendestelle genau in der Mitte zwischen den beiden Extremstellen.

Nun soll das Aussehen des Aufsprunghiigels variiert werden: Der Hohenunterschied
zwischen den Punkten A und B soll weiterhin 81 m betragen. Die waagerechte
Entfernung sei nun k Meter (k>0). Die Profile der verschiedenen so entstehenden
Aufsprunghiigel sollen analog zu Aufgabenteil a) durch eine Funktionenschar
ganzrationaler Funktionen beschrieben werden. Ermitteln Sie die Gleichung dieser

Funktionenschar. (Zur Kontrolle: f, (x) = %ﬁ - 2k423 x%)

Bestimmen Sie die waagerechte Entfernung zwischen A und B so, dass ein maximales
Gefille von 39° entsteht?

Wegen Schneemangels wird der Aufsprunghiigel aus Aufgabenteil a) in einer Breite von
40 m mit einer Kunstschneedecke pripariert, die (gemessen parallel zur y-Achse) iiberall
gleichmiiBig dick ist. Im Bereich zwischen den Punkten A und B werden dazu 1000 m’
Kunstschnee aufgetragen. Berechnen Sie die Schneehthe (gemessen parallel zur y-
Achse).

Die Liange des Aufsprunghiigels zwischen den Punkten A und B kann nicht elementar
berechnet werden, da es sich um eine gekriimmte Linie handelt. Leiten Sie analog zu den
typischen Niherungsideen der Analysis ein Verfahren zur numerischen ndherungsweisen
Berechnung dieser Linge her, indem Sie die wesentlichen Schritte dieses Verfahrens
beschreiben.

ANHANG: Abbildung des Schanzenprofils
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Anhang zu Aufgabe 1: Abbildung des Schanzenprofils der Olympia-Schanze in Garmisch-Partenkirchen

WTR

Kursart: LK

Bereich: ganzrat. Funktionenschar

Aufg.-Nr.: 15
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Schanzenrekorde

1979 101,0 m Samek Josef, CSSR

1981 102,0 m Akimoto Masahiro, JPN . .
1983 102,5 m Weissflog Jens, DDR

1983 103,5 m Braaten Steinar, NOR

1984 108,0 m Weissflog Jens, DDR

1987 109,0 m Debelak Matjaz, SLO

1993 109,5 m Bredesen Espen, NOR

1994 110,0 m Weissflog Jens, GER

1994 111,0 m Bredesen Espen, NOR

1995 114,0 m Ahonen Janne, FIN

. Nach Schanzenumbau
1997 119,5 m Suzuki Yukiyasu, JPN

10,57

Ommm—ﬁﬁjajm ._,_..O_D m 1998 122,0 m Harada Masahiko, JPN
Turmhohe 380m 1999 123,0 m Schmitt Martin, GER
Anlauflange 82,5m 2001 129,5 m Adam Malysz, POL .
H:N 0,578

Lange der Aufsprungbahn

bis Beginn Radius 1250 m KP

Absprung-Geschwindigkeit 91,08 km/Std.(25,3m/S.)
KP=Konstruktionspunkt 115,0 m

Gesamtlange der Anlage

bis Beginn des Auslaufes 263,6 m
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Losung
a) Lege das Koordinatensystem so, dass A im Ursprung liegt.

Ansatz  f(x)=axX +bx*+cx+d P f'(x)=3ax*+2bx+c

Bedingungen

f(0)=0b d=0
f(0)=0P c=0

f (156) = ax56° + b x56° = - 81

f (156) = 3xa56° + 2 %56 = 0

3xIIl - 156 xIV bx156% =-243 0 b= - 22>
156
NIV 3xax156°+ 258 2 056=0( a=— 2o - 192
¢ 1567 15631567 156

162 o, 243
156° 1562

Daraus folgt die Funktionsgleichung | f (X) =

(vergleiche Ergebnis mit der Kontrolle in c))

Die Abbildung zeigt den weiteren Verlauf des Graphen.

+100

100 200 300

+-—100

Volle Taschenrechner Anzeige bedeutet:

a =0,000042671 und b =- 009985207
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Gesucht ist das maximale Gefdle des Graphen im relevanten Bereich, aso das Maximum
der ersten Ableitung!! von f .

f(x) = 9 X% - 27x
70304 1352

__9
35152 1352

f (%)

notwendige Bedingung: f (X) =0

o 2
35152 1352

f'(x=00 =0U x=78

hinreichende Bedingung: f (X)=0 und f"(X)t 0

f"(X) <0 b Dieerste Ableitung hat an der Stelle x = 78 ein Maximum.

frg=->

Steigungswinkel zum Vergleich mit der Zeichnung: tana = % P a »37,91°

In der Zeichnung ist sind die Winkel 37,96° und 35,5° aufgefuhrt. Auf halber Strecke zwi-
schen A und B, also genau bel x = 78 in dem vorgegebenen Koordinatensystem erhdlt man
also einen plausiblen Wert. Die Funktion modelliert den Hiigel im relevanten Bereich gut.

b) f(x)=ax®+bx
f'(x) = 3ax® + 2bx

f'(X) = 6ax + 20
f"(X) = 6a

Die Extremstellen ergeben sichaus f'(x) =0

3ax*+2bx =0

- - 2b

U xX3ax+2b)=0U x=0 und x=-3—
a

Die Wendestelle ergibt sichaus f (X) =0
Gax+2b=00 x=-2=- 2

Die Wendestelle liegt also genau in der Mitte der beiden Extremstellen.
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c) Ansatz f () =aC+bx®+cx+d b f, (x) = 3ax? +2bx+c

Bedingungen

f(0)=0pP d=0
f.(0)=0pP c=0
fk(k):a><k‘°‘+b><k2 =-81
fk'(k)=3>e><k2+2>b>4<=0

31l - kxV b2 =-2430 b:-%

. 2436 ) 25043 162
NIV 3xaxk’® +2x k=00 a=——° =<

e K g k 33k k
)= 2B

Im Prinzip kehrt man das Verfahren aus a) um.

486 , 486 .. 972 97
W=t e s W0 = 55X G
. 972 486 ~ 1
fk(X)=FX-F=OU Xzzk
f'(o,5k):-$:-tan39°p Kk » 150,04

Die Entfernung zwischen A und B muss also ungefahr 150m betragen, um ein maximales
Gefdlle von 39° zu haben.

156

d) Verschiebe den Funktionsgraphen um die Hohe h und berechne ¢h xdx = 156 xh
0

1000m°?

Weiter gilt 156> =
40m

=25mb h= ém » 016m =16cm
156

Die Schneehthe betréagt also 16 cm
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e) Fur die exakte Berechnung der Bogenlange einer gekrimmten Linie gilt die Formel

L = gL+ (f (X)) dx

SDO/O'

Da nur eine naherungswei se Berechnung verlangt wird, reicht hier eine Beschreibung
dessen, was unten sehr formal hergeleitet wird.

Die gekrimmte Linie wird angenahert durch einen Polygonzug, bestehend aus einzel-
nen Geradenstticken. Dieser Polygonzug wird immer weiter verfeinert, bis man ann&
hernd die Lange der Kurve berechnen kann. Formal sieht das so aus:

Zerlege das Intervall a £ x £ b durch die Punkte X, X,,...,X,_, in n, nicht notwendig

gleiche Teile. Die zu diesen x-Koordinaten gehdrigen, auf dem Kurvenbogen liegen
den Punkte seien Py, P> ,...,Pr1. Verbindet man diese geradlinig, so erhdlt man einen
Sehnen oder Polygonzug.

Setzt man x,- X, , =Dx, und v, -y, ,=Dy,, soerhdlt man fur die einzelnen
Sehnenléngen nach Pythagoras:

— 2 2 _ +M 2
Ds, = /(D¢ + Dy, f =1 (m)z%m)

Die Lange des gesamten Sehnenzuges ergibt sich durch Summation der einzelnen
Tellstiicke, also

n 2
s, =a 1+m’(DXV) . %, =aund x, =b (dasZeichen & stent fir

=\ (k)

Fur dieim Intervall a£ xX£ b stetig differenzierbare Funktion f gibt es
(Mittelwertsatz) fur jedes Intervall x, , £ X£ x, eine Stelle z, mit

. D .
f(z)= Di mit X, £7, £,
Strebt n nun gegen Unendlich, dann ist, unabhangig wie die Teilung gewahlt wurde:
b
im s, = lim & \/1+ (f(2,))"{Dx,) = &1+ ( (x))dx
n n v=1 a

Das Verfahren ist dhnlich zur Berechnung von Ober — und Untersumme bei Integralen.
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