Name: Datum:

Zur Bestimmung des Terms der Regressionsgeraden

Ausgangspunkt unser Uberlegungen ist ein bivariater Satz von Daten
(CORAHCHEPY I CPH"N)

mit den entsprechenden Mittelwerten X und y, den Varianzen V, und V, ,der Kovarianz c,,
und dem Korrelationskoeffizienten r,

Gesucht sind die Werte des Steigungsfaktors a und des Ordinatenabschnitts b des
Terms der Regressionsgeraden

y(x) =a:x+b.
Dabei ist der Begriff Regressionsgerade tber folgende Bedingung festgelegt:

Die Summe der Abweichungsquadrate zwischen den Messwerten y; und den ent-
sprechenden Funktionswerten der Geraden y(x;) =a»x, +b, also

Q(a;b) = éj (Yi - Y(Xi))2

= (Y1 - V(X)) o+ (Y, - V(X))

= ((yl - axX, - b)2 +""+(yn - ax, - b)Z)

soll minimal werden.
Beachte: Der obige Term enthdlt die zwei Variablen a und b; die Gbrigen ,Formvariablen* x; und i
muss man sich mit den entsprechenden Messwerten belegt vorstellen.

Die folgenden Umformungen des Terms Q(a;b) tberfihren diesen in eine andere Form,
an der man erkennt, welche Werte a und b haben miissen, damit Q(a; b) einen minima-
len Wert hat.

Diese Umformungen sind etwas kompliziert. Das liegt daran, dass die Terme viele ver-
schiedene Symbole enthalten und dass der Sinn der einzelnen Teilschritte nur dann ver-
standlich ist, wenn man schon im Voraus weif3, wohin man eigentlich will. Somit besteht
Ihre Aufgabe darin, die einzelnen Rechenschritte und die Uberlegungen nachzuvollzie-

hen.
1. Schritt
In jeder quadrierten Klammer der Summe Q(a; b) addiert man ,eine komplizierte Null*:

komplizierte Nullen sind zum Beispiel ,,7-7“ oder ,y - y “, u.s.w. Da die Addition eines Terms

vom Wert Null den Wert des Klammerterms und damit den Wert von Q(a; b) nicht veréandert,
ist diese Umformung erlaubt. Wir addieren in jeder Klammer

O0=y-y+axx- ax
und erhalten
8 2
Qab)= Q ((vi - axx; - b))
i=1
3

a(yi- axx,-b+y-y+axx- a>&)2
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Dabei wurde der Term y - a X< - b mit k abgekurzt.
2. Schritt
Nun wird jede Klammer innerhalb der grof3en Summe ausquadriert und man erhalt

Q(&; b) =én ([yi - 7]2 +a’ ><{Xi - Y]2 +k? - 2>a>{yi - 7]>{Xi - Y]+2>‘k>‘{yi - 7]' 2><a><k><{xi - Y])
Schreibt n;_alm die Summe aus, so sieht man den riesigen Lappen.

Q(a b) :;[yl- y]2_§+a2 {x - X[ +K2 - 2000y, - Flox, - X+ 24y, - §]- 2%@0ko]x, - ¥]

. ! +

E[y2 -3 ra® o, - X[+ - 25y, - T, - X240y, - T]- 2%@kox, - X

i ! +

;

y, - JI i+a2 4, - XI? +K? - 2xady, - y]dx, - X]+ 25y, - y]- 2% {x, - ]
3. Schritlt_: '''''''''' |

Wir ordnen nun diese grol3e Summe um, indem wir zunéchst jede einzelne Spalte addieren,
also zunéchst die Summanden addieren, die in der Form sich ahneln. Zur Verdeutlichung ist
die entsprechende erste Summe oben und im Folgenden gekennzeichnet. Als Abkilrzung
benutzen wir wieder das Summenzeichen.

+n xk? +§n 2%y, - y]+;°1n (- 2%a)[x; - X]
i=1 i=1

4. Schritt

Wir zeigen nun, dass die beiden letzen Summen jeweils den Wert 0 haben. Zunéachst der
zweit letzte Term:

4 2k {y, - 7]

i=1

=2><k><[y1- ?]+....+2><k><[yn - V]
= 25K Xy, - 2HOF + .+ 20Ky, - 2XK Ky

Der zuletzt notierte Term wird wieder umgeordnet, indem man die Summanden, die die

Messwerte y; enthalten, nebeneinander schreibt und die restlichen n (') Summanden der
Form 2% Xy zusammen zahlt, was nx2 X Xy ergibt. Man erhalt

24Xy, +...ty )- N2k ¥y,

Wir setzen nun fur den Mittelwert y der Messwerte y; den entsprechenden Term

__1
V=—odys ot yy)
ein und sehen (Kirzen durch n), dass der Term tatsachlich den Wert 0 hat:
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2>k><(y1 +....+yn)- n>Q>k>&><(y1+....+yn)=O.
n

Dass der letzte Term den Wert O hat, zeigt man analog.

Es ist auch ohne viel Umformungen einsichtig, dass diese beiden Summen den Wert O ha-
ben mussen: Man summiert die jeweiligen Abweichungen (mit Vorzeichen!) aller Messwerte
vom Mittelwert auf, ohne jeweils die Betrdge oder Quadrate zu nehmen, was 0 ergeben
muss.

Somit erhélt man fir Q(a; b)
Qab) =aly - v +& a dx - X +& 29y, - yldx; - 5] +nx?

i=1 i=1 i=1
5. Schritt
Es werden nun einige Abkurzungen eingeftihrt, denn die drei ersten Summen sind ,alte Be-
kannte*:
Die erste Summe ist das n-fache der Varianz V, der y-Messwerte:

1 _ _
nxv, = n><ﬁ><([y1 - y]2 +.. +[yn - y]z)
~{ly,- 9P+t by - 99)
Die zweite Summe ist a? mal das n-fache der Varianz V, der x-Messwerte und die dritte

Summe ist (-2a)-mal das n-fache der Kovarianz c,, .

Somit hat man (knapp notiert):

i Q(ab)=nxV, +a®xnxV, - 2xan>c,, +nx?

Erst einmal schon. Ruhe.

Wir erinnern uns daran, wohin wir eigentlich steuern méchten, und machen uns die Sachlage
bewusst:

Das Ziel ist, a und b so zu bestimmen, dass Q(a; b) minimal ist.
Der Ordinatenabschnitt b - und auch a - sind im letzen Summand ink (k =y - axX - b)

enthalten, wahrend die mittleren zwei Summanden nur a enthalten.
Alle restlichen Symbole (V,, V, ¢4, n, yund X )stehen fur Zahlen, deren Werte man nach

der statistischen Erhebung schon berechnet hat und somit kennt.
Jetzt wird zugeschlagen!
6. Schritt

Wir betrachten zunachst die mittleren zwei Summen von Q(a; b), und bestimmen zu-
nachst a so, dass der Wert dieses Terms minimal ist.

a’ MRV, - 2>axC,,.

Um zu erkennen, wie a gewahlt werden muss, damit dieser Term minimal ist, formen wir die-
se Summe mit Hilfe einer quadratischen Erganzung um:



a?MmxV, - 25,

c
=nx/, Xa’- 2xax—X)
VX

& c. i a. .99

=nx/, €aa- qu-éxyi;

X X @ o
p \2 2
€ Cyl Cyy
=nx/, x@a- a - N¥——
e VY Vy
Dieser Term ist dann minimal, wenn gilt:
c
a=—2

Denn dann ist der Wert der quadrierten Klammer 0, und kleiner geht es nicht, da die Werte
des Quadrates ja immer gro3er oder eben gleich 0 sind.

Unsere Summe Q(a; b) hat sich somit reduziert auf den Term
2

D) =NV, - nxY 4 K>
Q(al )_n y-n Vv n

X

Nun wahlen wir b - in Abh&ngigkeit von a - so, dass k=0 ist.
Betrachte k.

k=y-axX-b

Wenn der Ordinatenabschnitt b der Geraden so gewahlt wird, dass

b=y-a:x
=y- CXV&
VX

dann ist k=0, und der letzte Summand von Q(a; b) ist minimal, da ja n:k? nicht kleiner als 0
sein kann.

Die Summe Q(a; b) reduziert sich schlussendlich auf

cZ, & ci 0
Q(a;b) =nxV, - nx— =nxV, *1- -,
V, S VW,

c
oder mit Hilfe des Korrelationskoeffizienten r = —2

S, S,

Q(a;b) =nxV, x(1- r?).
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Das Ziel ist erreicht.
Steigungsfaktor a und Ordinatenabschnitt b des Terms der Regressionsgeraden sind

bestimmt, fir die Summe der quadratischen Abweichungen Q(a;b) der Regressionsge-
raden haben wir einen Ubersichtlichen Ausdruck hergeleitetet.

Mit der Standardabweichung s =+/V und dem Korrelationskoeffizienten r ergibt sich
nach einigen einfachen Umformungen fir den Term der Regressionsgerade

y(x) =a:x+b
Cc C
= Yox+y - Lk
X Vx
a b
Sy Sy
= rxLxx +y- rx2xx
S S
X X
— —
a b

Die Summe der Quadratischen Abweichungen bei der Regressionsgeraden ist

Q(a;b) =nxv, X1- r?).

Zur Vorgehensweise bei der Bestimmung der relevanten Werte der Regressionsgera-
den:
Berechne nacheinander X,y, Vy, Vy, Sy, S,,Cy, und schlieBlich r.
Berechne mit Hilfe der obigen Formeln die Steigung a und den Ordinatenabschnitt b so-
wie die Summe der quadratischen Abweichungen.



